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CLASA A XII-A, SOLUTII SI BAREMURI

Subiectul 1. Pentru un grup (G, %) si A, B submultimi nevide ale lui G,
notam Ax B={axb|a € A sib e B}.

a) Sa se arate ca daca n € N, n > 3, atunci grupul (Z,, +) se poate scrie
sub forma Z,, = A+ B, unde A si B sunt doua submultimi nevide ale lui Z,,
cuA#Z, B#Z,si|ANB|=1.

b) Daca (G, *) este un grup finit si A, B sunt doua submultimi nevide ale
lui G cu |A| +|B| > |G|. atunci G = A * B.

(Cu |M| s-a notat numarul elementelor mulfimii M)

Solutie si barem de corectare. a) Alegem A = {0,1} si
B={1,2,....n—1}. CamO0=1+4+n-1gi BC A+ B, rezultd Z, = A+ B
2 puncte

b) Presupunem ca G\ (A * B) # 0 si fie a € G\ (A * B). Definim

fiA=SG\B, f(x)=ax Y xa............c. 1 punct
Daca v '*a =0 ¢€ B, atunci a = x*b € Ax* B, ceea ce contrazice alegera
lui a. Deci f e bine definita............ . ... ... i 1 punct
Cum f(z) = f(y) implicd 27 * a = y~! x a deci z = y, rezulta ci f este
injectiva, adica |A| < |G\ Bl oo 2 puncte
Obtinem |G| = |G\ B| + |B| > |A| + |B|, contradictie. .... 1 punct Prin
urmare G = Ax B.. . 1 punct
Subiectul 2. Se considera functiile continue f : [0,1] — R si

g:10,1] — (0,00). Sa se arate ca daca f este crescatoare, atunci

/Otf(x)g(m)dx./olg(x)dxg/Otg(x)dx./olf(x)g(x)d%

pentru orice ¢ € [0, 1].

Solutie si barem de corectare. Fie k = fol g(x)dz > 0. Prin consid-

erarea functiei g; = % g putem presupune ca fol g(z)dx = 1.



Consideram functia F': (0,1] — R definita prin

.................................................................. 2 puncte
Cum F este derivabila pe (0, 1] si

(t) Jy 9(x)dz — g(t) [y f(2)g(x)da
(o starae)
g ) fo x)dz — fo g(z)dx

(fo ) d:z:>2

B O = @)g(a)ds

<f(fg(x)d:c)2 o

rezulta ca F' este crescatoare. Inegalitatea F'(t) < F(1) revine la concluzia

F'(t) =

din enunt . . ... 4 puncte
Pentru t = 0 inegaliatea este evidenta
1 punct

Subiectul 3. Determinati toate functiile continue f : R — R care verifica
simultan conditiile:
a) exista hm f ( );

/ f(t)dt, pentru orice z € R.

Solutie si barem de corectare. Fie a € R i sirul (a,), definit astfel
ap = a i prin inductie, pentru a,, definit, alegem a, 1 € [a, + 1, a, + 2] astfel
incat

an+2
/ F(@)dz = fan),

nt1
rezultat din teorema de medie ............ ... ... L. 3 puncte
Rezulta a, — 00 ... 1 punct
Cum f(a,) — lim f(z) si f(a,) = f(a) pentru orice n € N, rezulta ca
Tr— 00
fla)= Hm f(z) ..o 2 puncte
Tr—0Q0
Prin urmare fc este constarnta si reciproc, orice functie constanta verifica
ipoteza din enunt,........ ... 1 punct

Subiectul 4. Fie k un corp cu 2" elemente, n € N* si polinomul f =
X4+ X + 1. Si se arate ci:
a) daca n este par, atunci f este reductibil in k[X];

2



b) daca n este impar, atunci f este ireductibil in k[X].

Solutie si barem de corectare. Cum |k| = 2" rezulta 1+ 1 = 0.

a) Deoarece 3|2" — 1 rezulta ca exista o € k cu ord(a) = 3 in grupul
(k*,-). Atunci (o — 1)(a®*+a+1)=0,decia®* +a+1=0........ 1 punct

Rezultd f= (X2 4+ X +a)(X?+ X +a+1) ..o, 2 puncte

b) Presupunem c& exista 8 € k cu f(8) = 0. Avem (5% + 8)* + (3% +
B)+1=0deci (82+ 3)> = 1si cum 2" — 1 nu e multiplu de 3, rezultd
B24+B+1=0,deci % =1 adici § = 1. Aceasta implicd 3=0 deci 1=0,
contradictie. Deci f nu are radaciniin k............................ 1 punct

Dacd f este reductibil, atunci f = (X2 + mX + n)(X? + pX + ¢q) cu
m,n,p,q € k. Prein identificare obtinem m+p = 0, n+q+mp = 0, mg+np =
1sing=1. Deaicim=p,n+q=p*n+q=p"'deunde p? = 1. Obtinem
p=1ln=1+qdecig?+q+1=0,fals........................... 3 puncte



